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Deduccio de les equacions de Hartree-Fock

Els defectes principals del model de Hartree son
a) no te en compte l'espi
b) no té en compte I'antisimetria (principi de Pauli)

a
Orbitals: exemple, electré j a l'orbital i wi(q;) = wi(r;)xi(n;)

Estat antisimetric de N electrons: determinant de Slater

. U1EQ1§ U1EQ2§ U1§QN;
U(q,...,q8) = — u2(q1 u2\q2 u2{gN
uN(Ql) uN(Q2) UN((IN)

Ortogonalitat

(ulug) = [ @) E S =d; > (e =1



9 s 0 0y u q u q . . -u q :

v\//__ (_1)nom.inv.
1 al 1 o
= W ;673 EUP(%) = W ;57921;[1%(‘17%)

Defininim:
funcié d'ona “de Hartree” VYu(qi,...,qanv) = ui(q)u2(g2)...un(gn)
L . ., 1
operador d’antisimetritzaci6 A = stpP
P

U(qr,...,qv) = VNIAUg(q,...,qn)

A és un projector (A4* = A) iés Hermitic.
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Ens interessen valors esperats amb

H = Fi+F= Zfﬂrzgw

1>7]

Obviament [Fi, Al =0, [F5, Al =0
2 e
(U|F|¥) = N!(Uy|AF LAY y) = N (U y|F1A%|Ty) = N! (\I!H|F1A|\IIH>
N N
= > > ep(ulfiP|Va) = Y (wilg)|filui(a:)) ZI
i=1 P =1

\

Nomeés P =7

Hem definit I, = (wi(q)|f1luwi(q))



o p_ I
A 2 COSSOS: Nomes = =1 p,
(U|Fo|¥) = NU(Ug|FRATg) =) ep(UnlgiPl¥n)
i>j P
N N
= ) (uilgi)u ()19 (1 = Pij)luilai)u;(g)) = Y (Jij — Kij)
1>7] 1>
Hem definit
Jii = (uilq)uj(q2) | 12 | wi(q1)uj(g2)) terme directe
Ki;j = (uwi(q1)uj(q2) | 912 | ui(q1)ui(g2)) terme d’intercanvi

tenim que Ji; = Jj K;j = Kj;

Energia total | (Y[H|¥) = ZI+Z i — Kij)

1>]
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Minimitzarem  (v|H|¥) = ZI +Z i — Kij)

1>]

Tractament analitic de les parts d’espi

. 1
3 2 * *
Jij = /d rid’ry u; (r1) (1‘2)?%‘(1‘1)%’(1‘2) ZXi (m1)x5 (n2) X3 (1) x5 (n2)
< \T _
3 2 * *
Kij = /d r1d’rg ug(r1) g(r2)auj(r1)ui(r2) D x5 )X (m2) x5 (m) xi(n2)

NOYE

_/

I
é(ms,;, ms;) Kronecker

i = (nfmm)
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orbital i al punt r,
227 (11 3 Srq uk(rs iu-rg u;(ry
(-2 -2 )+ {;/d ) >] (1)
_ i(s(msi,msj) [/ d>r uj(rz)iui(rz)} uj(ry) = gui(ry)

— 12
JFi

Podem afegir el terme amb j =i als sumatoris ja que s’anul.len.

Finalment

—Viu(ry) + V(ry)ui(ry) + /d3r2 L, (r1,r2)ui(r2) = giu;(r1)

27 2 :
V(r)) = ———|—/d3r2 p(r2) Potencial local
1 12
N
L., (r1,12) = —Z&msi,msj)uj(rz)@uj(rl) Potencial no local
j=1
simetria Ty, (ri,r2) = T, (ra,r)



El teorema de Koopmans

—_

De 'equaci6 de HF ( Vz‘_ “@ (x1) LZ/dgw (m)] ui(r1)
N
B ;5(msi’msj) [/ d’ry u;(m)%ui(%)] uj(r1) = iui(r1)

+ > (Ji
SEIED WS IR AED ST NI

1 =1 j=1 1>]
O sigui: N
D SLED NUTEHED YRR DT
1> 1>
Potencial de N
lonitzacio de IIS” =Fy_1—En=—-|1;+ Z (Jij — Kij) | = —&i
I'electro i =1

Hem suposat que els orbitals no varien.
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(ulus) = / s ()us(r) S X)X () = (e, ma,) / &3 (r)ui(r)

Si mg; 1 my; son distints, els orbitals i i j son ortogonals per les parts d'espi.

Simg 1 mg son iguals, les parts espaials son ortogonals per les
equacions de HF. Demostracio:

siui(rl) = (—V% + V(I‘l)) ui(rl) + /d37‘2 Fmsi (1‘1, I'Q)UZ'(I‘Q)
Sus(r) = (—VE4 V() ul(n) + / Pra Ty, (r1,r2)u}(r2)
(Si — €j) /d37“1 U; (rl)ui(rl) = /d3T1d3T2 U; (rl)I’mSi (1‘1, I‘Q)ui(l‘g)

— /dS’I‘ldST'Q ’U; (I‘Q)F::ns (1’1, rg)ui(rl) =0

%_J

Resumint: L, (r2,11)

€; 75 Ej = /d37“1 u;(rl)ui(rl) =0
ei=¢; = mg #ms, and/or m; #m; (Ortogonals per espi o arm. esferics)
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El terme d’intercanvi

Si escrivim les equacions de HF en la forma

(2)
2Z - Mx )
(Vf B /d3r2 p(r2) — px’ (11 I‘2)> wi(r1) giu;(ry)

r12

p(r2) — p{¥(r1,r2) és la densitat efectiva amb la qual interactua
Coulombianament un electré que esta al punt r, de l'orbital i

Densitat d'intercanvi

La densitat d’'intercanvi es resta de la densitat real
L'electrd ‘veu un forat’ a la densitat real, el forat de Fermi
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Propietats de la densitat d’intercanvi:

- 1 siu, '
) /d% o (ry,1s) = { ! si u; €s un orbital ocupat
si u, es un orbital buit

El forat de Fermi resta una unitat de carrega globalment
per a orbitals ocupats.

al uj(r2)u;(r1)u;(ra)

b)  p(rur) = 3 d0mme) S

=1

Conté contribucions dels orbitals amb espi igual

al de
| N
C) IO.C(CZ)(rl?r]-) - Zé(mswmsg'”u;(rl)F
j=1

Al punt r,=r, es resta tota la densitat d’espi ms;

Com gque el forat de Fermi disminueix la repulsio, els orbitals de Hartree-Fock

estaran més lligats que els de Hartree.
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Les equacions radials de Hartree-Fock

Per atoms de capa plena les parts angulars de les equacions de HF es
poden eliminar analiticament, quedant les equacions per a les parts radials.

N oc
2(20; + 1
pensitat £ = D huol = 2t g o)
g=1 n;l;
. 2
Laplaciana w2 (frty, V = v, 1(E _WEEDN B
T r \ dr? 72

Equacio de HF
—Viu(ry) + V(ry)ui(ry) + /d3r2 L, (r1,r2)ui(r2) = giu;(r1)

— _/
N X
Yoo (1)
Yoim; (71) d® Ll +1) Enil; Limi Rpe,(r1)
0 (o S ) R ) :

Es simplificara Yami(") 7
1
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Exercici : demostrar que pel terme de potencial no local s'obté

/d37”2 L, (r1,12)ui(re) = Ye.,,m () s Z Z b 102(6 £;A[000)

nJE)\D

/ dr ( i 2;:1 R0, (7"2)) R0, (r2)

Les condicions del Clebsch-Gordan { e e 0]

restringeixen la suma en A’s l;+4;+X  parell

Finalment, les equacions radials de HF

_d 2 + ( 2 ) + V(Tl)] an’fz' (Tl) +/ dro Ffi (r17T2)Rnifi (T2) - snz'&Rmﬁi (Tl)
r1 r1 0

27 2

V(i) = ——+ /d3T2M
"‘1 12
205 —|— 1 252
F@i (7“1,7'2) = — Z Z E l; )\|OOO) (’f‘l) )\:1 angj (7“2)
>
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g , » = N
Mitjancant els factors d’ocupacio de capa N, = 2020+ 1)

on N,, és el nombre d’electrons a la capa »{ podem fer la mitjana
d’omplenament uniforme de totes les expressions que tenen sumes
sobre capes

Per exemple, la densitat sera

16
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Resultats
Calculs numerics de densitats atomiques autoconsistents

Charlotte Froese-Fisher
HF applet a http://atoms.vuse.vanderbilt.edu/hf.html
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HF reprodueix
U energies totals a menys de 1%
U 'ordenament de nivells de la taula periodica
U oscil.lacions dels potencials de ionitzacio
O és la referencia per definir “I'energia de correlaci¢”

Eexact — EHF + Ecorr
Ecorr — Eexact - EHF

Com que EHF > Eexact = Ecorr < 0

Energies de HF en au
EHF Eexact Ecorr Ecorr/Eexact

He -2.862 -2.904 -0.042 0.014
Be -14.573 -14.667 -0.094 0.006
BT -24.238 -24.349 -0.111 0.005

Ne -128.55 -128.93 -0.380 0.003



" J
Energies d’extraccié de Ag* (rydbergs)

HF  Experiment
1s 1828 1879.7

% 270 282.0
2p 251 260.1
247.2
35 52.2 53.4
3p  44.3 46.0
43.6
3d  29.8 27.8
27.4
ds  8.46 7.3
4p  5.82 5.8
4.9
4d  1.69 1.57

Les propietats monolelectroniques van pitjor que les totals
HF no descriu les fragmentacions dels multiplets.

Més enlla de HF: mescla de configuracions
estats combinacions de determinants de Slater
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Exercicis

4.1- Determinar 'equacié diferencial que satisfa la part radial de Porbital 1s, Rio(r), de I'He en els
models de Hartree i de Hartree-Fock. Quina diferencia entre les dues hi ha?

4.2- En segona quantitzacié ’equacié de Hartree-Fock per a l'orbital |k) s’escriu

(% +Vn) k) + >

[e3

N
<Z (ailg|ki) — <ai|g|ik>) |la) = exlk)

i=1

on V,, = —Ze?/r és el potencial nuclear, g = e?/r12 és la interaccié Coulombiana, I'index o recorr
tot el conjunt d’orbitals (ocupats i no ocupats) mentre que 'index i es restringeix als ocupats.
Demostrar que en base de posicions aquesta equacio reprodueix I’obtinguda aqui.



