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O Operadors tensorials

Una classe senzilla son els operadors vectorials

O Vectors

- =

e Hem parlat ja de vectors &, p, S, L.

—

e En general, en Cartessianes, V = (V,,V,,V,) = (V1, Va2, V3).

e Quines relacions han de cumplir els operadors V., V,,, i V, baix de rota-
cions per tal que V sigui un operador vectorial?

) — D(R)|)
(a|Vila) — (a|DT(R) Vi D(R)|e) = ZR@ (Ve

DY(R)V; D(R) =) RV,

En termes dels generadors infinitessimals D(R) =1 — %f ‘N €

€ =N
m+i—hm,J.n]=;Rijvj



+zh[ ] ; i Vi Vx—|—%[Vx,Jz] = V,—€V,
1 —€ 0 =) <V, + %[Vy, I = VitV
'ﬁ/ — 'l/,\l/z = R — € ]. O € B
0 0 1 - Vet gladl =V
[Vz', Jj] 1h €451 V), | relacions que han de cumplir
i, k=1,2,3=ux,4y,2| €S components d'un vector V,

Rotacions finites, amb el lemma de Baker-Haussdorf

Exemples d’operadors vectorials

posicio -

=L = hy
L

.
moment (Pmapy,pz) .
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O Tensors cartessians i tensors irreduibles

Tensors cartessians a fisica classica

R
Tijk... — Z Riir Rjjr Rgpr ... Tiyrjrgr .

ik

Exemple: tensor 1" amb la diadica de dos vectors -
Li; = UiV

Obviament satisfa les condicions

Quin problema hi ha?
Els tensors cartessians es poden descomposar en objectes que es transformen
de manera diferent baix de rotacions.

Exemple: diadica

L UV, — U, V; I enye Gy
Ui‘/j - "““““5ij .. . -
3 . L 3
Escalar, Vector, ooy 2 o
invariant per rotacions o simetric, traga nul.la

Descomposicié formal
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3x3=16385 Pero 1, 315 son les multiplicitats (2(+1) pera ¢ =0,11 2.
Ens apareixen les dimensions associades al moment angular.

Els tensors amb les bones propietats de moment angular s’anomenen
tensors esferics irreduibles.
No es poden descomposar.

Una recepta per fer tensors esferics irreduibles:

Amb un vector V i els harmonics esferics a0
Tq(,k) o YE:k,m:q (V)

FExenple de rang |

3 i
Y:L(an\/ﬁjz—E T(E)ZVZ
ar

To(l), Tlcl), T_(_]‘l) : components esferiques de 1



g

Pero, com es transformen els harmonics esferics?

) — D(R)|) = |7) [7) = D(R™)|7)

Per tensors demanarem

DY (R) Yo (V) D(R) =Y Yoo (V) D" (R)
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O Tensors esferics: definicio |

Un tensor esferic irreduible de rang &k (kK = 0,1, 2, ...) és una quantitat de 2k+1

components Ték), g = —k, ..., k, que baix de rotacions es transforma com
k
Do e = N
q¢'=—k
Equivalentment,

k
k k
DRI TE DRy = % plmTH
-

Es una definicié general
Hi ha una altra definicié equivalent en termes de conmutadors
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O Tensors esferics: definicio Il

k
k k
D(R) T DHR) = Y DUNR) TV
q'=—k
i i i i %)
_ Y7 a0 ) Lis) — m_ty s
(1 hJ ne) T, (1+hJ ne) = q;k(kqﬂ hJ rielkq) T,
k
[J-ﬁ, Tq<k>] = 3" (k| - filkg) T
q'=—k
=2 [JZ,TQ(,’“)} = hgT®
h=+if [Ji,Ték)] = WhTOEEa+ D) T,H

Definicio alternativa de tensor
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O Producte de tensors

Amb vectors tenim producte escalar i producte vectorial
Es poden entendre també com operacions amb tensors de rang 1
Es pot generalitzar amb tensors de rang arbitrari

teorema: Siguin Xéfl) i ngf 2) dos tensors esferics irreduibles. Aleshores

T = > | Clkakaklaigeq) XGY 257

q142

és un tensor esferic irreduible de rang k.

demostracio:

DY(R)T®™ D(R) = Z D& (R) T .




- I

DHR) TV D(R) = > Clkikoklgigeq) DT XD DT ZE)D
q192
k1 k1 ko ko
= > C(kikaklqi1g29) ngi )Dfﬁqz(R )Z(EQ )D((MZ(R Y
91929195

Exercici:

DY DYz = Y Clkikaklaidhd)Clkikok”laigaq”) DY,

q,91 4592
k/!qlq!l

> Clkikoklgigaq) Clkrkak”|qigaq”) = Oprrgqr

q1q2
DH(R) Tq(k) D(R) = (Z C(k1k2k|q, dbq') X(kl)Z(kz)) D(k)(R—l)
a \41%
— _/

Y

= P DR =31 Dl (R)  g.e.d.

q’ q qq’
q’ q’
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Relacio del producte tensorial amb operacions amb vectors
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Q El teorema de Wigner-Eckart

Resultat clau de teoria de moment angular
Descriu I'element de matriu d’'un tensor amb estats de bon moment angular

(' |TM | ajm)

Es extremadament Gtil a moltes situacions fisiques:
transicions radiatives, valors esperats, etc.

Aperitiu
La regla de seleccio de terceres components

(o;’j’m’]Tq(k)]afjm) e

Demostracio:

L] he1Y w0 om0 0 ne T ogm
= h(m —m—q) (&j'm/[TP|ajm) cvd.



" -=EEN
Teorema de Wigner-Eckart

(o §i'm/|T{Pagm) = C(jkj'lmgm’) (o/5'[|T™|]ej)

- S
Y ¥

& “element de matriu reduit”
Independent de terceres comp.

Significat:
L’element de matriu separa en dues parts. El CG dona la part geometrica que
depen de les “projeccions en els eixos de coordenades” (terceres components) .

L'altre part s’Tanomena element de matriu reduit , no depen de la geometria i
dona la dinamica del sistema fisic.

L’element de matriu reduit no es calcula directament, sind a través de
I'element de matriu standard
o/ j'm! | T |ajm)

/5% T(k;) N\ <
(@ FITW gy = 5ot

Si coneixem I'element de matriu per a uns valors donats de les terceres
components, podem trobar trivialment el d’altres valors

(/' |Tg" |agm) _ (/5'm"|Ty" |ajm™)
C(jkj'lmgm’) C(gkj'|m" qgm”)




g
A vegades s’agafen altres convenis, que impliquen canviar la definicio

d’element de matriu reduit. Per exemple, al Sakurai:

1

= 1 NTE i
m(a]H HO‘]>S

(' | TP ajm) = C(jkj'|mgm’)

g

(3| T®|a)s = /25 + 1{'5'[|TH)||acg)

La regla de terceres components i la relacio triangular venen garantides pel CG

(5'm/|T® | ajm) = C(jkj'|mgm’) (o/§'[|T®||as)s

l¥t m-—+qg=m
A(jkj ) = |j—k| <3 <j+k
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Demostracio (amb trampa...)

Def. de tensor  [J4, T] = i/ (k F q)(k £ g+ 1) T3,

q

(@ §'m’|[Je, T®]|ajm) = h /(k T @) (k £ g+ 1) (/§'m'|T%), |ajm)

lamb  Jijajm) =h/(j Fm)(j £m+1) lajm £ 1)

S’arriba a
VG Em)G Fm +1) (@ fm FUTR ajm) = /(G Fm)(i£m+1) (@'fm/|T{F |ajm + 1)
+ VEFOEEq+ 1) ('m'|TE) |ajm)

Pero..., aquesta és la mateixa relacio dels CG

V(' Em) (G Fm' +1) C(kj lmgm’ F1) = /(G Fm)(G £m+1) C(jkj'|m + 1gm’)
+ V(T (k+q+1) C(jkj'|mq £ 1m)

| per tant
<o/j’m’|Tq(k)|ozjm> o C(jkj'|mgm’) cvd
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O Exemples d’aplicacio del teorema de Wigner-Eckart

Ex. 1.- Per un escalar Téo)

(o5 | TOajm) = C(05'|mOm’) (o/5'||TO]|a)
- 0.0

L’element de matriu és diagonal i independent de terceres components m, m’.

Ex. 2.- Per un tensor de rang 1 (un vector)
(@' j'm' |V Vlajm) = C(j1j'|mgm’) (o/5'|[V D ||aj)

Regles de seleccié dipolars. 4"‘"/

Am=m' —m=0,+1 Aj=j4 —3=0,=%1

CO10[0000=0 — 3-044-0
C(€1€2€3|000) =0 si £ +¥4o+4¥03 senar = (], m = O) 74 (], o= 0)






