TEMA 7
LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.
APLICACIO: RESOLUCIO RESPOSTA TRANSITORIA
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* Diagrames de pols i zeros

Transformacio inversa de Laplace

Aplicacio: resolucio de la resposta transitoria a partir de
transformaci6 d’equaci6 diferencial de comportament
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Solucié Solucid —
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Solucié a Transformada Transformada
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Definici6 de Transformada de Laplace

* Definici6 de transformada de Laplace

LV ()=V(s)= J:V(t)e_”dt
— S és freqiiencia complexa
s=0+ jw

— La integral convergeix si V(t) és continua a trams de 0 a
infinit, i és d’ordre exponencial

JKib tq.|V(t)<Ke™ Vt > T(certT)
— V(t) =0 per tot t<0

» Exigim unicitat a la transformacié

Definici6é de Transformada de Laplace

* Exemple: transformada de u(t) ?




Propietats Principals
e Linealitat

L(AV,(e)+ BV,(1) = AL(V, (t))+ BL(V; ¢))

 Integral
L( J'(:V(t)dtj = Vgs)
e Derivada
L(‘;—‘;j =sv(s)-v(0) L(CZ‘;] = s2V(s)=sv(07)-v'(07)

L[d3VJ =5V (s)=5sv(0)-sv'(07)-v'(0")

dr’

Principals transformades

Impuls 3(r) 1
Esglad u(t) %
Rampa r(t) = tulr) y&
Exponencial e V..
Rampa esmorteida te™™ / §
(s+a)
Sinusoidal I cos(fr) %2 + B
Sinusoidal II sin(f) Vet p
Sinus. esmorteida I e COS(,B[) S+%s+0{)2 +,32
Sinus. esmorteida II e sin(ﬁt) % P
s+a) +




Diagrames de pols 1 zeros
* Transformada de Laplace = funci6 racional de s

m m—1
V(s):b’“s +b, 8" +--+bs+b,

n n—1
ans +an_1s +---+a1s+a0

e lima)s—z)(s-z,)

LA Fomes oy wor oy

— Pols : valors que anul-len el denominador p;

— Zeros: valors que anul-len el numerador z;

— Pols i zeros en general nombres complexes
* Representacié en un diagrama bidimensional
* Exemple : sinusoidal esmorteida ?
* A partir del diagrames de pols i zeros és possible identificar la funci6 !!

Transformada inversa de Laplace
e Antitransformar

Lv(e)=Vv(s)= L' V(s)=ulV )

— Exemples : ona sinusoidal i ona exponencial

B

sz+[32

V(t)= L‘l( - b - j = u(t) sin(Bt)
s“+PB

V(s)=Lsin(Bt)) =

s) 10

V(s)=
( s+2

= V(t)=10u(t)e™




Transformada inversa de Laplace
e Antitransformar

— En general

vis)="6) _ 5=z, Ms=2,)~(s-2,)
gls) — (s=ps=p,)(s=p,)
— Si no hi ha pols repetits, i hi ha més pols que zeros : (K residus)
K, K, K,
- +oet

S=p; S—D, S=p,

— Antitransformant
V()= u(t)(Klepl’ +K,e™ +.-+ K e )

— Problema : calcul de residus
— Exemple: cas amb 1 zero i 3 pols ?

Exemple
* (Cas amb un zero i 3 pols K(s—z)
V(s)=
(s=p)s=p,)s—ps)
V(s)= K(s—z) __K K | K
(s=pNs=pNs=p)) s=p s=p, s—p,

2
KZ(S_P1)+ Ks(s_Pl)

S=Ps S=Ps

(s=pV(s)=K,+

amb s=p, resulta K, = (s—p1 )V(s)

S=py
* Per tant, fent el mateix amb p, 1 p, resulta

K =G-p V),
K, =(s-p V()
K, = (5= p. WV (s)

S=ps

S=p3




Exemple
e Cas amb un zero i 3 pols 2(s+3)

- Zeroas=3 N )
— Pols as=0, s=-11s=-2
K

s s+l s+2

~ o 20s#3) | 2(s+3) | 23
K=V = G 6+2),, e Do), 12

~ ~ 20s+3) | _2(s+3) 22
== (s+1)s(s+1)(S+2)|s=_1 ~sls+2)) =T

~ ~ 20s+3) | 2(s+3)  _ 21
R (s+2)s(s+1)(S+2)|s=_2 s, -2

Transformada inversa de Laplace

Cas de pols complexes simples
— Primera forma
— Segona forma

Cas de funcions impropies n=m i n<m

Cas de pols multiples

Exemples d’aplicacio

Resposta a un esglad d’un circuit de primer ordre

Resposta a qualsevol entrada
— Exemple : resposta sinusoidal




Cas pols complexes simples
 Suposem una funcié amb un pol a s=a+jf i al conjugat
K K K=|Kle” i K =|K|e’”
+ + ...
s—a—jf s—a+jp

V(s)z---+

[Kle” , _|Kle™”
R +
s—a—jB s—a+jpb
V()= ---+u(t)‘K‘ejeemejﬂ’ +ult)Kle®e” e +--.

JO4p) | - i(6+)

V(t)zu(t){--+2‘K‘em € 5 4.

V(t)=u(e)}-+2|Kle” cos(Bt +6)+--]

Cas pols complexes

20(s+3)
(s + 1)(s2 +2s+ 5)
e Zero as=-31pols as=-1, s=-1+2j 1 s=-1-2j
K K, K,

V(s)=—1=+

o) Grim2))  Gri+2))

20(s +3) 20-2
K =(s+1V(s)_, = S2+2s+5} T1-2+5
s=—1

o 20(s+3)
=427 (g 41)(s +1+2)

V(s)=

20(2+25) _40(1+j) 5—5j=5\/§e%”

- (2j)4)) -8

K, =(s+1-2,jV(s)

s=—142j

e Per tant

Com V(t)=u(t)}--+2|K|e™ cos(Bt+6)+--]

ara V()= u(t)[l Oe ™ +10y/2e™ cos(2t + %ﬂ




Cas pols complexes : 2°7 opcid

V(s)= 20(s+3) s’ +2s+5=(s+a) + B>
(s+ 1)(s2 5 5)
o $242s+5=(s+1)2+22
(o) K, Kls+) K2 K ((s+1P+2° )4 k(s +17 + K, 2(s +1)
(s+1) (s+17+2> (s+1Y+22 (s+1)(s+1)7 +2%)
V(s)= (K, +K,)s* +(2K, + 2K, + 2K, )s + 5K, + K, + 2K,
(s+1\(s+1)* +2°)

K, +K,=0 K, =10
2K, +2K,+2K,=20,= <K, =-10
5K, +K,+2K, =60 K,=10
Per tant

V()= u(r)[10e —10e™ cos(2r)+10e™ sin(2t)]

N . . .. . . Sr
I aix0 hauria de ser equivalent (exercici) V(t)=u(t)[10e " +10V2¢ ’COS(ZHTH

Cas funcions impropies i cas pols multiples
* Sin=m, dividim i ens quedara K+funcié propia
— Kimplicara una delta i la part propia tal com hem fet fins ara
* Sin<m, dividim i ens apareixen termes amb s?* a=1,2, ...

— Funcions que no apareixeran a circuits reals

« CAS POLS MULTIPLES

K(S_Z1) _ K, n K, n K,
(s_pl)(s_p2)2 S=pr S—D, (S—pz)
V()= ult)Ke" + K, e + K e

V(s)=

2

K, = (s -p )V(s]szp1 = g(jl—) Z)lz)
O




Cas pols multiples
e Anem a calcular K,,

— Multiplicam per (s-p,)? illavors derivam i avaluam a s=p,

2
- K
(s—pz)zV(s)=%+(s—p2)K21 +Ky

1

i[(s_pz)ZV(s)L:pzz Z(S_pz)Kl(s_pl):(s_Pz)zKl +K, =K,
ds (S_pl) =D,

— Exemple numeric
V(s)= As+3) K, Ky Ky

s(s+2F s s+2 (s+2)

4(s+3) 4.3

K, =sV = =—=3

ey
Ky = (5+2)2V(s)1 =2 4(S+3) =ﬂ =-2

= § e =2
X, =i(s+2)2V(sXs;2 _d 4s+3) =4s—4£s+3)\ _Ci2_ g
ds ds s L:,z s szz 4

Per tant

V() =3u() - 3u(e ™ —2te u(r) = u(t)3 -3¢ — 21

Resposta a I’esglad de circuits de 1¢" ordre

* L’equaci6 resposta d’un circuit RC per exemple hem vist que és:

RC dcxf +V.=Au(t) amb V. (0)=V,

¢ Si transformam

L{Rcd‘;;t(t) +V, (z)} = L[Au(r)]

RC-L{%IO)} +L[V.(t)]= A-L[u()]

RE[sV.(5)-V. (07, (5)= 4%

A RCY,
s(RCs+1) (RCs+1)

(RCs+1)V, (s):é+RCVO =V.(s)=
S




Resposta a I’esglad de circuits de 1¢" ordre

e Ara factoritzant 1 antitransformant

%@C 14
s+ﬁec s+&c

Are _ K, =4
W = . +%QC = (e)aerczcz){K2 4

\% (s)

c

Se—2 u(r)[A Ae 40+Ve4ec}

s+1RC (” RC
.

/ Resposta for¢ada Condici6 inicial

Resposta ~ Resposta
estat nul entrada nul.la

Resposta natural

Resposta a qualsevol entrada

* En un circuit RC, I’equacié de comportament és

Rcdﬂx +V. =V, (t) amb V.(0)=V,

* Fent un tractament igual al cas anterior (en lloc de A/s tendrem V ,(s))
v
5)= 1 RC | 10
s+ Ve 5+ ke

* Al cas particular per exemple d’una ona senoidal V ,(t)=Acos(mt)

S
A— /
ST+ @
5)= RC o _ A D Yo

+

S+%?C +S+%?C_RC(S2+w2 s+%€C) s+%€C

10



Resposta a qualsevol entrada (cas ona

e Araresulta Sen()ldal)
A s v
C(S)zRC(2+ Yo+ 1 )+ +10
s+ fs+ Vool s+ Vee
§ _ K, N K, N K;‘
(s2+w2Xs+%gc) S+%QC st+jo s—jo
K =—" .. —RC
Yt Y T T 1L PRCE
& jRC_ | RC

T 2j420RC |[JarawrRC?

K, =
: (s+%cis—jw)

€=£—arctg (i
2 WRC

s=—j

A RC P 1 —RC »
Vt)=——| ——cos| a¥ +——arct ar e /RC |4V e /RC
) RCL/szRzy ( 2 g(aARCD 1+ @R°C? } °

Resposta a qualsevol entrada (cas ona

senoidal)
* Comparant amb el resultat obtingut al tema d’analisi transitori amb
equacions diferencials

V.(r) A Lcos a)t+£—arctg( ! )+ —RC e%‘c +Voe%‘c
2 wRC

~RC J1+ @*R*C? 1+w’R°C?

A Tk
Vi)=|v,—— 2 |7k y
C() (0 1+w2R2C2)e

A /4 ( 1 J
——————CO0S| WX +——arctg| ——
V1+@*R*C? 2 wRC

Vc(t)=(V0 L je%w

0 cos(wt —arctg (RCa)))

A
V1+@*R*C?

* [ se pot demostrar (exercici)que:
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